Komputerowe obrazy ""nieprobkowalnych' funkcji czasu
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Funkcje, ktore wystepuja w modelowaniu ukladéw, sa naj-
czeSciej przedzialami ciagle i sa reprezentowane w komputerze
jako ciagi liczb, np. ciagi probek. W trakcie symulacji kompu-
terowych moga pojawi¢ si¢ wyniki, ktére sa obrazami funkcji
abstrakcyjnych, jak np. funkcja zawierajaca czlon z ujemnym
czasem opoOznienia. Moga to by¢ poprawne wyniki posrednie a
niekiedy takze wyniki koncowe. Artykul pokazuje wlasnosci
takich funkcji oraz obrazy odpowiadajacyh im ciagéw proébek.

1. WSTEP

W trakcie modelowania komputerowego czy przetwarzania
sygnatobw mozemy spotkaé si¢ z sytuacja, ze uzyskiwane
wyniki odbiegaja od tych, ktorych sig spodziewamy. Sytuacja
moze przypomina¢ przypadek niestabilnosci numerycznej
zwiazane]j z zaokragleniami liczb. Moze okazaé si¢ nastep-
nie, ze dziatania ktore powinny zaradzi¢ problemowi, jak np.
zwigkszanie doktadnosci obliczen czy zaggszczanie probko-
wania nie tylko nie pomagaja, ale wrgcz poteguja dziwne
zjawisko. By¢ moze jednak sa to poprawne numerycznie
wyniki, o czym mozna si¢ przekona¢ wykonujac na nich
kilka dodatkowych przeksztatcen, opisanych w tym artykule.

II. MODELOWANIE KOMPUTEROWE

Skorzystamy z oznaczen wprowadzonych przez Mikusin-
skiego [7] 1 przez {f(f)} oznacza bedziemy cala funkcje,
odrdzniajac ten zapis od f{(z), ktory oznacza warto$¢ funkcji w
punkcie z. Podobnie {f,, fi, ...} oraz {f;} oznaczac bedzie ciag
elementow f;.

Rozwazmy zadanie modelowania komputerowego, ktorego
celem jest wyznaczenie funkcji rzeczywistej argumentu rze-
czywistego na ustalonym zbiorze argumentéw. Rozwiazanie
takie jest otrzymywane na ogdt w formie ciagu probek {f;},
ktory pozwala na odtworzenie przyblizenia funkcji {f(¢)}.
Moze to by¢ ciag wspdtczynnikoéw jakiego$ szeregu funkceyj-
nego, czy ciagu funkcji sklejanych. Dla uproszczenia rozwa-
zan mozemy wyobrazaé sobie przypadek probkowania row-
nomiernego, gdzie ciag probek {f(h), f2h), f3h), ...} (h >0
to krok probkowania) pozwala na przyblizanie funkcji {f{(¢)}
liniowa aproksymacja. Mamy wigc pojecia
o funkcji {f(¥)},

e  ktora jest przyblizana za pomoca ciagu liczb {f;},

e gdyz jest ustalona operacja odwzorowania ciagu na
aproksymacje funkcji — oznaczmy ta ustalona operacje
przez Approx()s tjv {fk} = {Approx( {fk}s D} -

Powiemy, ze ciag {f;} jest ciagiem probek funkcji {f(f)} i

oznaczymy to {fi} = {f(£)}, jeSli {Approx({fx}, £)} jest aprok-

symacja {f(¢)} przy ustalonym btedzie aproksymacji, tj. {f;} =

0} jesli {Appron(Li 0} = 1D}

Dalej korzystajac z oznaczen wprowadzonych przez Miku-
sinskiego mozemy oznacza¢ funkcje literami pomijajac "(¢)":
f = {f(¢t)}. Dla odroznienia ciagi mozemy oznaczac literami
z podkresleniem, tj. f = {f;}. Czyli f= £, jesli Approx(f) = 1.

W modelowaniu komputerowym ciagi probek sa przetwa-
rzane i na podstawie wynikow, ktore sa nowymi ciagami
probek poprzez aproksymacj¢ odtwarzane sg przyblizenia
poszukiwanych funkcji. Na ogol funkcje wynikowe maja
nieznany przebieg, stad sa ustalane jako granica rozwiazan
przy zmniejszaniu niedoktadnosci aproksymacji y =1lim y;,
gdzie kolejne rozwigzania y; sa uzyskiwane dzigki operacji,
ktéra tutaj nazwiemy procesem zageszczania probkowania.
W przypadku probkowania réwnomiernego oznaczaé to
moze zmniejszanie kroku probkowania h, przy réwnocze-
snym zwigkszaniu precyzji obliczen numerycznych. Jesli w
procesie zaggszczania probkowania zaobserwujemy jedno-
stajng zbiezno$¢ ciagu funkcji o elementach A,y (v;) , to
granicg takiego ciagu uznamy za wynik obliczen.

III. FUNKCIJA "NIEPROBKOWALNA"

W trakcie modelowania moze doj$¢ jednak do sytuacji, ze
wyniki uzyskiwane w procesie zaggszczania probek sa roz-
biezne, w takim sensie, ze kolejne funkcje wynikowe
Approx(¥;) nie tworza ciagu zbieznego. Cho¢ obrazy tych
kolejnych rozwigzan moga wydawaé si¢ bardzo chaotyczne,
to jednak wyniki takie moga mie¢ pewien sens.

WprowadZzmy abstrakcje¢ — funkcje '"nieprobkowalna".
Funkcja "niepordbkowalna" u, to taka, ze jej ciagi probek u;
uzyskiwane w procesie zaggszczania probkowania nie daja
ciagu funkcji Appox(2 ;) Zbieznego jednostajnie.

W przypadku probkowania réwnomiernego dla "nieprob-
kowalnej" funkcji u={u(f)} (t>0) w i-tej iteracji zaggszcza-
nia probkowania dostajemy ciag probek u; = {u(h;), u(2h;),
u(3h;), ...} (h;>0 oraz h; < h; ) a ciag funkcji Approx(u;) nie
jest zbiezny jednostajnie.

W jaki sposob zadana moze by¢ taka funkcja? Moga to by¢
wzory czy algorytmy, ktére pozwalaja wyznaczaé ciagi pro-
bek. Funkcje takie moga by¢ przydatne w procesie przetwa-
rzania sygnatow, moga pojawiac si¢ jako wyniki w modelo-
waniu komputerowym 1 to zaréwno jako poprawne wyniki
posrednie jak i wyniki koncowe, ktorych analiza pozwala
wykry¢ btad modelu.

IV. PRZYKLAD 1 — WYSOKA POCHODNA

W dalszej czescei artykutu ciagi probek beda utozsamiane z
ciagiem cyfr liczb wielomianowych [1, 4, 3], czyli ciagowi
{fo, f1, f>, ---} bedzie wzajemnie jednoznacznie odpowiadata
liczba wielomianowa ( fy , fi fo ...).

Mozna pokazaé [4, 5], ze dla funkcji {f(£)} i jej transfor-
maty Laplace'a zdefiniowanej jako funkcja F(p) operatora
Heavisidea p [2] w rachunku operatorowym Mikusinskiego
zachodzi wzéor {f{(¢)} = F(p) p {1}, a ciag pro- p=-L (1)
bek funkcji {f(¢)} mozna oblicza¢ [3] z wzoru J (;

f=Fp)p (05,1 171..0) )



gdzie p jest ciagiem probek aproksymujacym operator Heavi-
sidea. Np. dla metody trapez6w mamy:
2C17,-17) 2 .
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gdzie A jest krokiem probkowania.

Niech a = {a(?)} bedzie taka funkcja, ze jej transformata
Laplace'a jest A(p) = p. Ciag probek funkcji a wyznaczony z
wzoru (2)

17,-272"=2727..7) &)

a=p-p-(CO57,1717.0) =%(~1~,—2~2~ —2727.07) (4)
== h

pokazano na rys. 1 dla kilku malejacych wartosci 4. Aprok-
symacje liniowe ciagéw probek a uzyskiwanych w procesie
zageszczania probek nie tworza ciagu funkcji zbieznych
jednostajnie. Stad a jest przyktadem funkcji "nieprobkowal-
nej". Jesli omawiana funkcje poddamy dwukrotnie operacji
catkowania, to dostaniemy probkowalng funkcje czasu b,
ktorej transformata Laplace'a jest B(p) = A(p) p *=p ', stad
z (2) mamy zilustrowany na rys. 2 ciag probek:

b=(05,1"171..0) )
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Rys. 1. Aproksymacje funkcji {a(¢)} uzyskiwane
W procesie zaggszczania probek
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cji, ktora jest abs-
trakcja o pewnych
wiasciwosciach, i
dla ktorej definiuje si¢ np. granice w sensie dystrybucyjnym
w taki sposob, ze po wykonaniu n-krotnej operacji catkowa-
nia dla elementdw ciagu i jego granicy dostajemy ciag zbiez-
ny jednostajnie i jego granicg [8].

Rys. 2. Aproksymacje funkcji {b(2)}, ktora jest
2-krotna pierwotna funkcji {a(?)}

V. PRZYKLAD 2 — UJEMNE OPOZNIENIE

W [6] pokazano sposob zwigkszania doktadnosci wyzna-
czania funkcji wyktadniczej exp(F(p)), gdzie przy pewnych
parametrach mozna zaobserwowaé ciagi probek odpowiada-
jace ujemnemu op6znieniu (czyli jakby przewidywaniu przy-
sztosci). Na rys. 3 pokazano ciag probek takiej funkcji, ktorej
wzorzec jest narysowany szarg gladka linia. Zwigkszanie
doktadnosci nie daje zadnej poprawy zbieznosci ciagu pro-
bek. Jednak i ten ciag probek nie jest obrazem btedu oblicze-

niowego, lecz funkcji "nieprobkowalnej", ktora po przetwo-
rzeniu polegajacym na jej op6znieniu da cigg probek funkcji
probkowalnej, co ilustruje rys. 4.
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Rys. 3. Aproksymacje funkcji z ujemnym opdznieniem uzyskiwane
W procesie zaggszczania probek; linia gladka to funkcja wzorcowa
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Rys. 4. Aproksymacje funkgcji jak na rys. 3 po zadziataniu
operatora opoznienia o czas |To|

VI. PODSUMOWANIE

Funkcja "nieprobkowalna" to abstrakcyjna funkcja czasu,
ktora ilustruje pojecie uogdlnionej funkcji czasu w rachunku
operatorowym Mikusinskiego [7], ktory zauwazyl, ze nie
mozna odrzuca¢ wystgpowania takich funkcji w trakcie obli-
czen, cho¢ przy modelowaniu zjawisk fizycznych, nie beda
one wynikami koncowymi. W artykule pokazano obrazy
ciagbéw probek takich funkcji.
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IMAGES OF "UNSAMPLABLE" TIME-DOMAIN FUNCTIONS

Computer simulation leads in some cases to results, which can be sup-
posed as numerical instability. In the paper was shown, that some of that
results should be accepted — they are generalized time-domain functions
described by Mikusinski, and after some operations lead to useful solutions.
Images of samples of these "unsaplable" functions were shown and important
properties were discussed.



